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ОЦІНКА МІКРОМЕХАНІЧНИХ МОДЕЛЕЙ 
ПРОГНОЗУВАННЯ ЕФЕКТИВНИХ КОНСТАНТ 
ПРУЖНОСТІ ВОЛОКНИСТИХ КОМПОЗИТІВ 
 
 
Анализируются аналитические микромеханические модели для прогнозирования  постоянных упругости 
композиционных материалов, армированных однонаправленными волокнами. На примере однонаправленного 
эпоксидного углепластика и ламинатов на его основе, выполнена сравнительная оценка рассматриваемых методик, 
даны рекомендации по их использованию. 
 
Various micromechanical models for elastic constant of fibrous composites predicting are analyzed. On an example of 
both unidirectional CFRP and its own symmetrical laminates, the compara tive estimation of considered models is realized, 
recommendations on their use are given. 
 
 
Вступ 
Прогрес сучасної науки і техніки в значній мірі залежить від створення нових і, зокрема, 
композиційних матеріалів. Їх використання дозволяє знизити матеріалоємність конструкцій і підвищити 
економічні показники та надійність виробів. 
Властивості композиційного матеріалу, як гетерогенного тіла, визначаються властивостями 
компонентів, що входять до його складу, їх співвідношенням, характером взаємодії на границях розділу 
матриця – волокно, технологією виготовлення, тощо [1 – 5]. 
На основі методу енергетичного згладжування В.В. Болотіна неоднорідний композит замінюється 
еквівалентним однорідним тілом наділеним ефективними механічними характеристиками, які 
визначаються шляхом осереднення по об’єму відповідних властивостей фаз. Тому одним з основних 
завдань макромеханіки неоднорідних середовищ є знаходження ефективних властивостей тіла, які 
визначаються як коефіцієнти, що пов'язують осереднені по об'єму компоненти тензорів напруження і 
деформації. 
Найбільшого розповсюдження серед композитів отримали ламінати, шари яких армовані прямими 
волокнами. Кожен шар такого матеріалу складається з системи паралельних волокон рівномірно 
розподілених у в’язнику – полімерній матриці (рис. а). Головною перевагою шаруватих композицій 
(рис. б) є можливість надання матеріалу оптимальної для кожної конкретної деталі анізотропії 
механічних властивостей – шляхом вибору кількості шарів та їх орієнтації один відносно одного. 
                    
  а  б 
Рис. Структура шару (а) та шаруватого композита (б) 
 
Згідно з теорією високонаповнених волокнистих матеріалів, що базується на регуляризації 
структури і на припущенні про однорідний напружений стан вздовж волокон в одній комірці, шар 
вважається трансверсально-ізотропним матеріалом [1 – 5]. 
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Для ідентифікації механічних характеристик односпрямованого композита будемо 
використовувати локальну систему координат (1, 2, 3), а для композиції таких шарів – глобальну (x, y, z), 
як показано на рисунку. Локальна система координат вибираємо таким чином, щоб її вісь 01 співпадала з 
напрямком армування шару, а площина 102 – з площиною армування. Глобальну систему координат 
вибираємо так, щоб її осі співпадали з головними осями анізотропії композита. 
Виходячи з моделі трасверсально-ізотропного тіла, пружне деформування шару, в рамках плоскої 
задачі теоріії пружності, повністю описується 4 - ма лінійно незалежними эфективними параметрами [3]: 
двома модулями поздовжньої пружності *1E  *2E , модулем зсуву в площині армування *12G  та головним 
коефіцієнтом Пуассона *12 . В позначенні коефіццєнта Пуассона *12  прийнято, що перший індекс 1 
відноситься до напрямку прикладення навантаження, а другий 2 – до напрямку спричиненої ним 
поперечної деформації. Інший коефіцієнт Пуассона *21 , визначається співвідношенням, що випливає з 
існування пружного потенціалу. Тоді 
  *12
*
2
*
21
*
1  EE  .  (1) 
Із умови симетрії односпрямованого композита маємо наступні рівності: ** 23 EE  ; ** 2131   ; 
**
1213   . 
Найбільш розробленим розділом механіки композиційних матеріалів слід вважати розділ по 
визначенню ефективних механічних характеристик, виходячи із властивостей його складових [1, 4 – 6]. 
Це відноситься як до односпрямованих, так і шаруватих композицій. 
Метою даної роботи є огляд і оцінка, на прикладі епоксидних вуглепластиків, можливостей аналі-
тичних мікромеханічних моделей прогнозування констант пружності односпрямованого та шаруватих 
композитів. 
Огляд мікромеханічних методик прогнозування характеристик пружності волокнистих 
композитів 
Акцентуємо увагу на гіпотези, які покладені в основу методик прогнозування: 
– матриця і волокна вважаються жорстко зв’язаними між собою, вони деформуються сумісно, 
без проковзування; 
– кожна фаза композита являє собою однорідний ізотропний матеріал; 
– волокна і матриця при деформуванні ведуть себе як лінійно-пружні тіла; 
– справедлива гіпотеза про регуляризацію структури; 
– припускається, що напружений стан вздовж орієнтації волокон в одній комірці є однорідним. 
Зупинимось на найбільш відомих моделях деформування односпрямованого композита. При цьому 
будемо дотримуватись наступних позначень fE , mE , fG , mG , f , m  – відповідно модулі Юнга, 
зсуву і коефіцієнти Пуассона волокна і матриці, c  – об’ємний вміст волокон в композиті. 
Відповідно до підходів Рейса і Фойгта [3–6] ефективні механічні характеристики 
односпрямованого композита обчислюються за допомогою правила суміші 
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Більш достовірніші значення характеристик пружності можна отримати при використанні моделі 
коаксіальних циліндрів, що складається із волокна, розміщеного в коаксіальному циліндрі – матриці. 
Такий підхід був запропонований Хіллом і Хашіном [1, 4, 6]. Ефективні модулі для такої моделі 
відповідно дорівнюють 
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Тут *23K - модуль об’ємного стиснення, що відповідає дилатації в площині, перпендикулярній до 
напрямку волокон, Kf , Km – об’ємні модулі волокна і матриці. 
Формула (3) дає значення поздовжнього модуля *1E , яке незначно перевищує величину, до якої 
приводить перше співвідношення (2). Зазначимо, що при таких підходах важко визначити модуль зсуву в 
площині ізотропії – *23G . 
Наступна по складності модель була розроблена О.А. Кільчинським [7], а також використовувалась 
Хашіном і Розеном [8]. Ця модель описує деформування волокна, що міститься в циліндричній матриці, 
яка в свою чергу знаходиться в необмеженому середовищі. При цьому вважається, що механічні 
параметри середовища, такі як і ефективні параметри композита.  
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Багато вітчизняних вчених (Г.М. Савін, Г.А. Ванін, Л.М. Куршин, Л.А. Фильштинський) при описі 
деформування композитів використовували теорію еліптичних функцій Вейерштрасса і спеціальні 
мероморфні функції. Задача по визначенню ефективних механічних характеристик однонаправлених 
композитів на основі такого підходу поставлена і розв’язана Г.А. Ваніним [4], при цьому були отримані 
не тільки наближені, але і точні вирази для обчислення модулів зсуву *12G  та *23G , а також інші 
ефективні механічні параметри.  
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Необхідно відмітити роботу Хілла [9], який для самоузгодженої моделі визначив ефективний 
модуль об’ємного стиснення, що відповідає дилатації в площині, яка перпендикулярна волокнам, а також 
запропонував формули для обчислення модулів зсуву вздовж і поперек волокон. 
В роботі [10] автори удосконалили методику прогнозування самоузгодженої моделі [9] для 
композита, що складається з трансверсально-ізотропних волокон і ізотропнї матриці. 
Результати і обговорення 
Проаналізуємо ефективність розглянутих методик на прикладі типового волокнистого композита – 
полімерного вуглепластика, утвореного системою односпрямованих волокон, марки ЛУ-3, що 
рівномірно розподілені в епоксидній матриці ЭД-20. В’язник характеризується наступними параметрами 
mE =3,500 ГПа, mG =1,325 ГПа, m =0,32 [11]; і, відповідно, вуглецеві волокна ЛУ-3 fE =250,000 ГПа, 
fG =96,150 ГПа, f =0,3 [12], об’ємний вміст волокон в композиції c =0,55. В табл. 1 приведено 
співставлення експериментально визначених ефективних технічних констант пружності 
односпрямованого вуглепластика [13, 14] із результатами розрахунків за формулами (2) – (5), разом з 
похибками прогнозування. 
Таблиця 1 
Визначені із експериментів та прогнозовані ефективні характеристики пружності 
односпрямованого вуглепластика ЛУ-3/ЭД20 
Константа 
пружності 
Експери-ментальні 
дані [13, 14] 
Рейсс-
Фойгт Хілл-Хашін 
Кільчинський- 
Хашін-Розен Ванін 
*
1E , ГПа 154,1±7,3 
139,08 
(9,75%) 
139,08 
(9,75%) 
139,08 
(9,75%) 
139,08 
(9,75%) 
*
2E , ГПа 9,2±0,2 
7,65 
(16,85%) 
11,5 
(25,00%) 
12,11  
(31,63%) 
7,76 
(15,65%) 
*
12G , ГПа 4,4±0,3 
2,90 
(34,10%) 
4,6 
(4,55%) 
4 ,37  
(0,68%) 
4,37 
(0,68%) 
*
23G , ГПа – – – 4,74 3,77 
*
12  0,310±0,03 0,309 (0,32%) 0,314 (1,29%) 0.307 (0,97%) 0,310 — 
 
Як видно із табл. 1, спостерігається задовільна, як для даного класу матеріалів, відповідність розра-
хункових і експериментально визначених ефективних модулей Юнга, зсуву та коефіцієнта Пуассона 
односпрямованого вуглепластика. Для інженерних розрахунків можна користуватися достатньо 
простими виразами правила суміші (2), однак при цьому слід бути обережними в оцінках модуля зсуву. 
Аналіз похибок прогнозування показує очевидну перевагу моделі Ваніна над іншими підходами. 
Аналізуючи похибки при використанні кожної з моделей, відмітимо, що найкраща кореляція 
розрахункових і експериментальних даних має місце при визначенні коефіцієнта Пуассона, дещо гірша – 
при визначенні модуля зсуву в площині армування (за винятком моделі Рейсса-Фойхта) та модуля Юнга 
в напрямку армування. 
Загалом, можна відмітити, що найбільшу відмінність між розрахунковими і експериментальними 
величинами дають розрахунки модуля Юнга в трансверсальному напрямку. Це пояснюється тим, що, 
насправді, волокна сучасних вуглекомпозитів суттєво анізотропні [12, 15], тобто модулі Юнга вздовж 
волокна і впоперек значно різняться між собою. Тому достовірніші значення *2E  можна отримати при 
використанні нових моделей, наприклад [9], в яких враховується анізотропія волокон, однак це в свою 
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чергу, потребує розробки нових складних експериментальних методів дослідження механічних 
характеристик волокна в радіальному напрямку [12, 15]. 
На практиці односпрямовані композити часто використовуються у вигляді шаруватих композицій 
[2, 3], кожний шар яких укладений відносно іншого під певним кутом. Розрахуємо константи пружності 
шаруватих вуглепластиків, використовуючи вищезазначені методики і порівняємо їх із результатами 
експериментів. 
При розрахунках ефективних характеристик матеріалу будемо використовувати теорію 
деформування структурно-неоднорідних середовищ [13, 16]. Теорія базується на модельних уявленнях 
про фізичні і механічні процеси в структурних елементах композита і на взаємодії між ними, а також на 
припущенні про випадковий характер розташування структурних елементів. Шаруватий композит 
моделюється гомогенним середовищем, властивості якого є випадковими функціями координат, а 
фізичні і механічні процеси в ньому описуються стохастичними диференційними рівняннями. Розв’язок 
стохастичних рівнянь будується на основі метода умовних моментів. 
Розглянемо ортотропний шаруватий композит. Згідно з теорією Л.П. Хорошуна компоненти 
тензора ефективної жорсткості пакету шарів [13, 16] визначаються співвідношеннями 
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де     1**  A  – тензор ефективної піддатливості. 
Розраховані таким чином константи пружності шаруватого вуглепластика зі схемою армування 
S]45/0/45/90/0/90/0/45/0/90/0[ 223   приведені в табл. 2. 
Таблиця 2 
Співставлення експериментально визначених ефективних констант пружності вуглепластика 
S]45/0/45/90/0/90/0/45/0/90/0[ 223   з розрахунковими величинами 
Константа 
пружності 
Результати 
Випробувань 
[14] 
По експер. 
значенням 
шару 
Рейсс-
Фойгт Хілл-Хашін 
Кільчинський- 
Хашін-Розен Ванін 
*
xE , ГПа 92,5±3,7 100,2 90,0 91,4 91,5 90,5 
*
yE , ГПа 38,7±1,1 46,4 41,1 44,1 44,4 41,6 
*
zE , ГПа 8,59±0,4 9,98 8,55 12,9 13,3 8,7 
*
xyG , ГПа 11,5±0,3 11,7 9,7 11,2 11,0 10,9 
*
xzG , ГПа 2,75±0,5 4,40 2,90 4,65 4,49 4,19 
*
yzG , ГПа 1,15±0,3 4,40 2,90 4,65 4,63 3,95 
*
xy  0,27±0,02 0,22 0,22 0,23 0,23 0,21 
*
xz  0,30±0,04 0,30 0,31 0,31 0,30 0,31 
*
yz  0,30±0,02 0,30 0,27 0,28 0,25 0,28 
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З табл. 2 також видно задовільну кореляцію прогнозованих і визначених із експериментів значень 
параметрів жорсткості шаруватого вуглепластика. Хоча в цьому випадку вже важко надати перевагу 
якійсь моделі. Можна лише констатувати, що правило суміші в комплексі з теорією Л.П. Хорошуна 
призводить до найкращих оцінок модулей міжшарового зсуву. 
Висновки 
Існуючі аналітичні методики дозволяють задовільно, як для даного класу матеріалів, визначати 
ефективні пружні константи як односпрямованих, так і шаруватих вуглепластиків. 
Модель Ваніна має переваги перед іншими в прогнозуванні ефективних характеристик 
односпрямованого вуглепластика. Однак, для інженерних розрахунків конструкцій з односпрямованих 
композитів, які працюють на розтяг або на стиск в двох напрямках транстропії можна користуватися 
правилом суміші. 
Для більш точного прогнозування модуля Юнга односпрямованих композицій в трансверсальному 
напрямку необхідно розробляти моделі, які б враховували анізотропію волокон. 
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